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Розроблено комплексну обчислювальну технологію розв’язання 
крайових задач, що описують математичні моделі складних нелі-
нійних фільтраційних процесів підземної гідродинаміки за умов 
взаємовпливу характеристик процесу і середовища, з метою пода-
льшого дослідження цих процесів за допомогою комп’ютерного 
моделювання. В основу підходу покладено ідею синтезу числових 
методів квазіконформних відображень, сумарних зображень та 
альтернуючого методу Шварца декомпозиції області. 
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Проблеми розробки методики математичного опису складних 
фільтраційних процесів підземної гідродинаміки, зокрема, витіснен-
ня вуглеводнів із неоднорідних нафтогазових чи ущільнених (слан-
цевих) пластів, що зазнали деформацій при експлуатації покладів, з 
метою подальшого дослідження цих процесів за допомогою 
комп’ютерного моделювання не втратили своєї актуальності, незва-
жаючи на велику кількість досліджень у цьому напрямку. Поза ува-
гою багатьох учених залишилась побудова таких математичних мо-
делей, які б враховували зворотній вплив характеристик процесу на 
фільтраційні властивості пористого середовища, нелінійність фільт-
рації, що пов’язана зі зміною потенціалу швидкості в окремих зонах 
пласта, та зміни границь цих зон тощо [1–4]. 
Ефективним методом математичного моделювання таких про-
цесів у криволінійних областях, обмежених лініями течії і еквіпотен-
ціальними лініями, є розроблений у попередніх роботах авторів під-
хід на базі комплексного аналізу (з використанням методів конфор-
мних і квазіконформних відображень) [5]. Він автоматизує конструю-
вання динамічних сіток, що є основою для розрахунків величини по-
ля швидкості, розподілу тиску в пласті, значень фільтраційних ви-
трат і перетоків між свердловинами, точок призупинки потоку, інших 




характеристик моделі. Проте у випадках зонально-неоднорідних 
пластів цей підхід потребує подальшого розвитку, зокрема, шляхом 
використання як його компонентів числово-аналітичних методів су-
марних зображень, що були розроблені Г.М. Положим і розвинуті у 
роботах його учнів І.І. Ляшка, А.А. Глущенка та ін. [6–7], а також аль-
тернуючого методу Шварца декомпозиції області [8]. 
У роботі здійснено постановку нелінійних крайових задач, в 
яких коефіцієнт провідності середовища залежить від потенціалу 
поля (напору, тиску) та від функції течії, для одно-, дво- та бага-
тозв’язних криволінійних LEF-областей [1] і розроблено обчислюва-
льну технологію їх розв’язання на основі синтезу числових методів 
квазіконформних відображень, сумарних зображень для диференці-
альних рівнянь з розривними коефіцієнтами та декомпозиції області 
із застосуванням альтернуючого методу Шварца. При цьому, набли-
ження значень шуканих функцій у внутрішніх вузлах розрахункової 
сітки (координат внутрішніх вузлів динамічної сітки) у процесі ітера-
цій знаходяться за формулами сумарних зображень [1–3]. 
Розглядаються задачі стаціонарної фільтрації, що підпорядко-
вується закону Дарсі, знаходження гармонічної функції (потенціалу) 
),( yx   у криволінійних LEF-областях zG  ( iyxz  ): а) од-
нозв’язних, обмежених еквіпотенціалями   0= : 1* yx,fzL  , 
  0= : 3* yx,fzL   і лініями течії   0= : 40 yx,fzL  , 
  0= : 20 yx,fzL  , у яких потенціал поля задовольняє крайові 
умови  *L , 











 (  **   – 
сталі, n  – зовнішня нормаль до відповідної кривої); б) двозв’язних, 
обмежених двома гладкими замкненими контурами 
 0),(: **  yxfzL  – внутрішнім і  0),(: **  yxfzL  – зовніш-
нім, у яких для утворення однозв’язних областей ГGG z
Г
z \  ро-
биться умовний розріз Г  вздовж деякої шуканої лінії течії (тоді, 0L  і 
0L  – межові лінії течії області ГzG , що є відповідно верхнім і нижнім 
берегами розрізу Г ); в) тризв’язних, обмежених двома внутрішніми 
контурами свердловин – еквіпотенціальними лініями 
 0),(: **  yxfzL  і  0),(: **  yxfzL  і непроникним зовніш-
нім контуром  0),(:  yxfzL , у яких робляться два умовні розрі-
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зи *Г  і 
*Г  вздовж таких ліній течії (що є лініями розділення течії), 
котрі однозначно визначаються точками «призупинки» потоку 
LH * , LH 
*  і  U **\ ГГGG zГz  ; г) з вільною межею (кривою 
депресії), на якій задана додаткова умова: )(yg
BC
 . 
 *** xfyyH   (  yg  – деяка відома монотонно спадна функ-
ція). 
Для багатозв’язних LEF-областей складність полягає у неповній 
визначеності вигляду області комплексного квазіпотенціалу, що за-
лежить від впливу багатьох чинників: конфігурації фізичної області, 
зокрема взаємного розміщення свердловин, способів проведення 
умовних розрізів з метою зведення багатозв’язної області до од-
нозв’язної, співвідношення між значеннями граничних потенціалів 
тощо. У роботі запропоновано новий підхід до класифікації ситуацій-
них станів формування течії, що дозволяє уніфікувати постановки 
задач на обернення квазіконформних відображень, їх різницеві ана-
логи і алгоритми розв’язання для всіх випадків тризв’язної криволі-
нійної LEF-області, обмеженої трьома еквіпотенціальними лініями, і 
чотиризв’язної криволінійної LEF-області, обмеженої трьома еквіпо-
тенціальними лініями та непроникним контуром. 
Введенням функції течії ),( yx  , комплексно спряженої до 

















 (де Q – повна фільтраційна витрата 
чи перетік між відповідними контурами), приходимо до більш зага-
льної задачі на квазіконформне відображення 
 )(z ),(),( yxiyx    LEF-області zG  (
Г
zG ) на відповідну об-
ласть комплексного потенціалу, що є багатокутником, сторони якого 
паралельні осям координат, а, отже, може розглядатися як сукуп-
ність, певним чином, «склеєних» між собою прямокутників, зокрема 
у найпростішому випадку – прямокутником  : iG   
,
*
*    Q0  з невідомою висотою Q. 
Цю задачу замінено на обернену до неї, тому що область ком-
плексного потенціалу G  є більш “зручною”, на відміну від геомет-
рично складної фізичної області zG , перехід до оберненого відобра-
ження автоматично вирішує проблему дискретизації задачі при за-




стосуванні числових методів, дозволяє використати переваги методу 
сумарних зображень для розв’язання відповідних різницевих задач, 
будувати динамічну сітку руху речовини, визначити фільтраційні ви-
трати (перетоки), не розв’язуючи інтегральних рівнянь тощо. Тут під 
терміном «обернена задача» розуміється як перехід від конформного 
відображення GGz   до оберненого відображення zGG  , так 
і те, що задача на конформне відображення zGG   є ще й обер-
неною у традиційному сенсі (коли за додатковими даними про 
розв’язок задачі, знаходять ще й невідомі коефіцієнти, які входять у 
рівняння чи крайові умови), оскільки постановка задачі містить неві-
домі параметри (витрати та ін.). 
Обернена крайова задача на конформне відображення 
 ),()(  xzz  ),( iy  області G  на zG  (
Г
zG ) при невідо-
















































J  – якобіан переходу, Q
~






























































yxff  , ),(
~~~~
yxff   – рівняння відповідних граничних еквіпоте-
нціалей і ліній течії, ~  – граничне значення потенціалу, 





* ,,,,0 QQQQ ), зводиться до розв’язування у пря-
мокутних підобластях G  рівнянь Лапласа 0),(  x , 
0),(  y  при відповідних умовах спряження, крайових умовах і 
умовах ортогональності ліній динамічної сітки до межі області. 
На основі визначеної в області комплексного квазіпотенціалу 
ортогональної сітки G  побудовано різницевий аналог поставленої 
задачі. У випадку двозв’язної чи тризв’язної LEF-області замість від-
повідно двох крайових умов маємо умови періодичності функцій х і у 
на розрізах, а умови ортогональності ліній динамічної сітки до гра-
ниці на розрізах замінюємо вимогами задовольняти рівняння Лапла-
са. Окрім цього, в області комплексного квазіпотенціалу, що відпові-
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дає багатозв’язній LEF-області, будуємо нерівномірну сітку і задаємо 
додаткові умови для знаходження точок «призупинки» потоку та 
умови спряження на границях прямокутних підобластей. Також до-
даткові умови задаємо і для LEF-області з вільною межею. 
Наближення значень функцій х і у у внутрішніх вузлах розра-
хункової сітки (координат внутрішніх вузлів динамічної сітки) у про-













































































де ),(  ),,( ,, jijijiji yyxx   . 
При розв’язуванні задач методом сумарних зображень біль-
шість невідомих, які входять в різницеву задачу, у безпосередньому 
рахунку участі не беруть, що призводить до зменшення обсягу обчи-
слювальної роботи, а отже, і дає можливість уникнути накопичуван-
ня обчислювальних похибок. Метод сумарних зображень є зручним 
для комп’ютерної реалізації і має потенціал до розпаралелювання 
обчислень, що є дуже актуальним зараз з огляду на сучасний розви-
ток комп’ютерних технологій. 
Невідомі витрати Q
~
 у процесі ітераційних наближень знаходи-
мо за формулами  /)1(
~
 nQ , де квазіконформний інваріант 
  /=  отримуємо на підставі умови «конформної подібності в 
малому» відповідних елементарних чотирикутників областей G  і 

zG : 
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Розроблена обчислювальна технологія включає в себе алгори-
тми числового розв’язання відповідних задач, що реалізовані у ви-




гляді процедур для подальшого комп’ютерного моделювання, які ав-
томатизують вибір вузлів та побудову динамічної сітки, розрахунки 
поля величини швидкості, обчислення фільтраційних витрат та ін-
ших невідомих параметрів процесу. Проведено низку числових роз-
рахунків для областей різної конфігурації та при різній дискретизації, 
які підтверджують збіжність, обчислювальну стійкість та ефектив-
ність запропонованих алгоритмів. 
Таким чином, на основі синтезу числових методів квазіконфор-
мних відображень та сумарних зображень розроблено методику мо-
делювання складних фільтраційних процесів для криволінійних LEF-
областей, а також створено обчислювальну технологію розв’я-
зування відповідних нелінійних крайових задач для систем еліптич-
них диференціальних рівнянь. Використання методу сумарних зо-
бражень як компоненти розробленої раніше методики на основі 
комплексного аналізу дає можливість у комплексі (сумарно) на кож-
ному ітераційному кроці враховувати вплив граничних та навколиш-
ніх внутрішніх вузлів, котрі «підправляються» на наступному ітера-
ційному кроці за допомогою так званих умов ортогональності [5], які 
є наслідками умов Коші-Рімана і, отже, пришвидшує досягнення 
спряженості шуканих гармонічних функцій. 
Розроблені у роботі математичні моделі дозволяють описувати 
реальні процеси фільтрації (витіснення) вуглеводнів з пласта за умов 
зворотного впливу характеристик процесу на властивості середови-
ща, дають можливість замінити дороговартісні фізичні експерименти 
для дослідження впливу техногенно-зумовлених деформацій породи 
у навколосвердловинних зонах нафтогазових пластів на процеси 
нафтогазовидобутку. Побудовані математичні моделі і методи 
розв’язання відповідних задач можуть бути використані для вико-
нання прогнозних розрахунків при проектуванні розробок родовищ 
нафти і газу, застосовуватися для експертної оцінки результатів різ-
номанітних технічних заходів, що проводяться з метою інтенсифікації 
нафтогазовилучення, виявлення і ліквідації застійних зон тощо. 
Створена обчислювальна технологія містить комплекс комп’ютерних 
програм (процедур), що реалізують розроблені у роботі алгоритми, 
які є універсальними і придатними для розв’язування також інших, 
не описаних тут задач, зокрема, екологічних та природоохоронних. 
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MODERN COMPUTATIONAL TECHNOLOGIES OF COMPUTER MODELING 
PROCESSES OF UNDERGROUND HYDRODYNAMICS 
 
The paper is devoted to developing an approach based on the 
synthesis of numerical methods quasiconformal mappings, summary 
representations and task decomposition to mathematical modeling of 
nonlinear quasiideal filtration processes in technogenic-deformable 
reservoirs of water or oil and gas, in which geometry of zones of 
heterogeneity determined considering the reverse influence 
characteristics of the process on the conductivity of environment, and 
to solving appropriate boundary value problems with the ability to 
determine the model parameters. Complex computational technology 
of solving boundary value problems describing mathematical models 
of complex nonlinear hydrodynamic underground filtration processes 
under conditions of mutual characteristics of the process and the 




environment was developed to further study these processes via 
computer simulation. Was put the idea of synthesis of numerical 
methods quasiconformal mappings, summary representations 
methods and method of domain decomposition by Schwarz in this 
approach. Developed algorithm automatically solves the problem of 
choice of nodes and the construction of a dynamic grid, finding the 
lines between the layers constant coefficient of conductivity of the 
medium, calculate the total flow. 
Keywords: mathematical modeling, filtration processes, numerical 
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СОВРЕМЕННЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ  
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ  
ПОДЗЕМНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ 
 
Разработана комплексная вычислительная технология решения 
краевых задач, описывающих математические модели сложных 
нелинейных фильтрационных процессов подземной гидродинами-
ки в условиях взаимовлияния характеристик процесса и среды, с 
целью дальнейшего исследования этих процессов с помощью ком-
пьютерного моделирования. В основу подхода положена идея син-
теза численных методов квазиконформных отображений, суммар-
ных представлений и альтернирующего метода Шварца декомпо-
зиции области. 
Ключевые слова: математическое моделирование, фильтрацион-
ные процессы, численные методы квазиконформных отображений, 
методы суммарных представлений. 
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